
��������� ���ξ[ξ_� η_] �= 
�

�
(-� + η)�

� - η

�
�
� + η

�
�
�

�
(-� - η)�

���η[ξ_� η_] �= 
�

�
(-� + ξ)�

�

�
(-� - ξ)�

� + ξ

�
�
� - ξ

�
�

������������[������_� ξ_� η_] �= ������[{�� �� ���� ���� ����

���� ����� ������� ������� ������� ������� ����� ����� ����� �}�

� = ������〚�〛�

� = ������〚�〛�

��� = �����ξ[ξ� η]�

��� = �����ξ[ξ� η]�

��� = �����η[ξ� η]�

��� = �����η[ξ� η]�

���� = ��� ��� - ��� ����

������ = ��� / �����

������ = -��� / �����

������ = -��� / �����

������ = ��� / �����

���� = {{���� �� �� �}� {�� �� �� ���}� {�� ���� ���� �}}�

���� = {{������� ������� �� �}�

{������� ������� �� �}� {�� �� ������� ������}� {�� �� ������� ������}}�

���� = {������[���ξ[ξ� η]� {�� �� �� �}]� ������[���η[ξ� η]� {�� �� �� �}]�

������[{�� �� �� �}� ���ξ[ξ� η]]� ������[{�� �� �� �}� ���η[ξ� η]]}�

� = ���������������

������[{�� ����}]

]�

��������������������[�_� �_� β_� ��������_� ϵ�_] �= ������[{����}�

���� = � + � ϵ��

������[����[�� / ��] (β �������� + ����)]�

]

����������������������[���_� �_� β_] �= ������{�� ����� ���}�

���� =
�

�
����

�

�

���

�
+
�

�
β ��������������[�]�



��� = ����[���[����〚�� �〛 ����〚�� �〛� {�� �� �}� {�� �� �}]]�

������[���� / ���]



�������������[σ�_� Δ�_� �_� ��_� ν_� �_� �_� β_� ϵ�_� ����������������_] �=

������{Δϵ� ����� σ��� ���� �� �� ����� σ���� ����� Δϵ��� Δϵ�� ��� ������ ���� μ�

��������� Δλ� ���� Δ�� �� ����� Δϵ�� σ��� σ���� ������������������� Δϵ����}�

(*������� ������ ���������*)

Δϵ = ���������[Δ�]�

(*������� �� ������� ����� ������ (����� ������)*)

���� =
��

(�� + ν) (�� - �� ν)
{{(� - ν)� ν � �}� {ν� (� - ν)� �}� {�� �� (�� - �� ν)}}�

σ�� = σ� + �����Δϵ�

(*���� ������� ��� ��� ��� ����� ������ ���������� σ��*)

σ��� = ν (σ��〚�〛 + σ��〚�〛)�

(*������� ���������� ����� ������ ��� ������ �� ������ ��������*)

��� = {{σ��〚�〛� σ��〚�〛� �}� {σ��〚�〛� σ��〚�〛� �}� {�� �� σ���}} -

�

�
(σ��〚�〛 + σ��〚�〛 + σ���) ��������������[�]�

(*������� ���������� ����� ������ ���������*)

� = ����[���[���〚�� �〛 ���〚�� �〛� {�� �� �}� {�� �� �}]]�

(*σ�� ����� ������� ������� ���� �� ���������� ���� ��������� ����*)

σ��� =
�

�
(σ��〚�〛 + σ��〚�〛) +

� β � - β� � σ��〚�〛� + (σ��〚�〛 - σ��〚�〛)�

β� - �
�

(*���� �� ��� ��������� �������� �� ��� ����� ��������

��� σ�� ���� ����� ���� ��������� ��� ������� �-

��������� ������� ��� � ����� ��� ��������� ���������*)

�������� = -
�

�
(σ��〚�〛 + σ��〚�〛 + σ���)�

(*����� ��� ��������*)

����[�] ≤ ��[��������������������[�� �� β� ��������� ϵ�]]�

(*��� ��������� ����� ������ �� ��� ������*)

σ��� = σ���

Δϵ� = ��

������������������ = ��

(*����� �������� ��������*)
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(*������� ���������� ���������*)

Δϵ�� =
�

�
(Δϵ〚�〛 + Δϵ〚�〛)�

(*������� ���������� ������ ���������*)

Δϵ� = {{Δϵ〚�〛� Δϵ〚�〛� �}� {Δϵ〚�〛� Δϵ〚�〛� �}� {�� �� �}} - Δϵ�� ��������������[�]�

(*������� ��� ���������� ������ (�� ���� �)*)

�� = {{σ�〚�〛� σ�〚�〛� �}� {σ�〚�〛� σ�〚�〛� �}� {�� �� σ���}} -

�

�
(σ�〚�〛 + σ�〚�〛 + σ���) ��������������[�]�

(*���������� ������ ��������� �� ���� �*)

����� = ����[���[��〚�� �〛 ��〚�� �〛� {�� �� �}� {�� �� �}]]�

μ =
��

� (� + ν)
�

(*��������� ��� ������� ���������� ������ ���� ��� ������� σ�� ����*)

��� = {{σ��〚�〛� σ��〚�〛� �}� {σ��〚�〛� σ��〚�〛� �}� {�� �� σ���}} -

�

�
(σ��〚�〛 + σ��〚�〛 + σ���) ��������������[�]�

(*������� ���������� ����� ������ ���������*)

� = ����[���[���〚�� �〛 ���〚�� �〛� {�� �� �}� {�� �� �}]]�

��� = ����������������������[���� �� β]�

Δϵ���� = ���[Δϵ�〚�� �〛 ���〚�� �〛� {�� �� �}� {�� �� �}]�

(*������� ��� Δλ*)

Δλ =

�  � ����� - � � - � �������� β - � � ϵ� + � Δϵ���� μ

�  � � + � μ

�

(*��������� �� ��������*)

��[��[Δλ] ≤ ���

(*��� ��������� ����� ������ �� ��� ������*)

σ��� = σ���

Δϵ� = ���

������������������ = ��

(*��������*)

(*������ ���������� ������*)

���� = ��������������������[�� �� β� ��������� ϵ� + ����[� / �] Δλ] * ����

(*������ ������ ������*)

σ��� = {����〚�� �〛� ����〚�� �〛� ����〚�� �〛} - �������� * {�� �� �}�

Δϵ� = ����[� / �] Δλ�

������������������ = �

]�

�
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������[{σ���� Δϵ� Δϵ�� ������������������}]

�

������������[������_� ����_� ��_� ν_� �_� �_� β_� ϵ��_�

ϵ��_� ϵ��_� ϵ��_� σ��_� σ��_� σ��_� σ��_� �����������������_�

�����������������_� �����������������_� �����������������_] �=

������[{��� ��� σ�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� σ����� σ����� σ����� σ�����

Δϵ�� Δϵ�� Δϵ�� Δϵ�� Δϵ��� Δϵ��� Δϵ��� Δϵ��� ��������������������

�������������������� �������������������� �������������������}�

{��� ��} = ������������[������� -����[� / ��]� -����[� / ��]]�

{σ����� Δϵ�� Δϵ��� �������������������} =

�������������[σ��� ����� ��� ��� ν� �� �� β� ϵ��� �����������������]�

{��� ��} = ������������[������� -����[� / ��]� ����[� / ��]]�

{σ����� Δϵ�� Δϵ��� �������������������} =

�������������[σ��� ����� ��� ��� ν� �� �� β� ϵ��� �����������������]�

{��� ��} = ������������[������� ����[� / ��]� -����[� / ��]]�

{σ����� Δϵ�� Δϵ��� �������������������} =

�������������[σ��� ����� ��� ��� ν� �� �� β� ϵ��� �����������������]�

{��� ��} = ������������[������� ����[� / ��]� ����[� / ��]]�

{σ����� Δϵ�� Δϵ��� �������������������} =

�������������[σ��� ����� ��� ��� ν� �� �� β� ϵ��� �����������������]�

������[{���σ���� �� + ���σ���� �� + ���σ���� �� + ���σ���� ��� σ����� σ�����

σ����� σ����� Δϵ�� Δϵ�� Δϵ�� Δϵ�� Δϵ��� Δϵ��� Δϵ��� Δϵ��� ��������������������

�������������������� �������������������� �������������������}]

]�

�����������������������[������_� ����_� ��_� ν_� �_� �_� β_� ϵ��_� ϵ��_�

ϵ��_� ϵ��_� σ�_� σ�_� σ�_� σ�_� �����������������_� �����������������_�

�����������������_� �����������������_] �= ������{�� �}�

� = � × ��-���

� = ���[������������[������� ���������[#� �]� ��� ν� �� �� β� ϵ��� ϵ��� ϵ��� ϵ��� σ��

σ�� σ�� σ�� ������������������ ������������������ ������������������

�����������������]〚�〛 �� ��������������[� ������[�����]] * � �]�

������[-��[�] / �]

�

��������� (*����� �������*)

����� = {{���� ���}� {���� ���}� {���� ���}� {���� ���}}�

���� = �������������[{���� ���}� ������[�����]]�
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������ = ������

�� = ����

ν = �����

� = ���

� = ��

β = ����

ϵ�� = ����

σ�� = {��� ��� ��}�

σ�� = {��� ��� ��}�

σ�� = {��� ��� ��}�

σ�� = {��� ��� ��}�

ϵ� = {��� ��� ��}�

ϵ� = {��� ��� ��}�

ϵ� = {��� ��� ��}�

ϵ� = {��� ��� ��}�

ϵ�� = ���

ϵ�� = ���

ϵ�� = ���

ϵ�� = ���

����������������� = ��

����������������� = ��

����������������� = ��

����������������� = ��

������������ = {{{��� ��� ��}� {��� ��� ��}}}�

(*����� ���� �������� ���������*)

��[

��������������[����� ���� = �� �]�

(*����� ��� ������� ��������� ����*)

���� = �������������[{���� ���}� ������[�����]]�

����〚�〛 += {-������ ���}�

����〚�〛 += {-������ ���}�

(*����� ������ ���������*)

��[

(*��������� ��� ����� �����*)

{�� σ����� σ����� σ����� σ����� Δϵ��

Δϵ�� Δϵ�� Δϵ�� Δϵ��� Δϵ��� Δϵ��� Δϵ��� ��������������������

�������������������� �������������������� �������������������} =

������������[������� ����� ��� ν� �� �� β� ϵ��� ϵ��� ϵ��� ϵ��� σ��� σ��� σ��� σ���

������������������ ������������������ ������������������ �����������������]�

(*���� �������� �� �������� ��������� ������

���� ��� ��� �������� �� ���� �������� ������*)

�〚{�� �� �� �� �� �}〛 = {���� ���� ���� ���� ���� ���}�

(*������� ��������*)

��� = ����[�]�

��������������[� �������� = �� ���]�
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(*����� �� ����������� ��������*)

��[��� < ���������� �����[]]�

(*������� ������� ���������*)

� = ����[�����������������������[������� ����� ��� ν�

�� �� β� ϵ��� ϵ��� ϵ��� ϵ��� σ��� σ��� σ��� σ��� ������������������

������������������ ������������������ �����������������]]�

(*����� ��������� ���� �� ������� ���������*)

�〚�〛 = ������@�����������[� → �� � * ������[�����]]�

�〚�〛 = ������@�����������[� → �� � * ������[�����]]�

�〚�〛 = ������@�����������[� → �� � * ������[�����]]�

�〚�〛 = ������@�����������[� → �� � * ������[�����]]�

�〚�〛 = ������@�����������[� → �� � * ������[�����]]�

�〚�〛 = ������@�����������[� → �� � * ������[�����]]�

(*����� ��� ������ ������� ��� � ����������� ���������*)

���� += ���������[�����������[�� �]� �]�

� {�� �� ��}

]�

(*������ ��� �������� �������� ��� �������� ���� ��� ��������� �������*)

������ += �����

σ�� = σ�����

σ�� = σ�����

σ�� = σ�����

σ�� = σ�����

ϵ� += Δϵ��

ϵ� += Δϵ��

ϵ� += Δϵ��

ϵ� += Δϵ��

ϵ�� += Δϵ���

ϵ�� += Δϵ���

ϵ�� += Δϵ���

ϵ�� += Δϵ���

����������������� = ��������������������

����������������� = ��������������������

����������������� = ��������������������

����������������� = ��������������������

��������[������������� {σ��� ϵ�}]

� {�� ��}

]

��������� ��������[{{������� ����[{�����〚�〛� �����〚�〛� �����〚�〛� �����〚�〛� �����〚�〛}]}�

{����[{������〚�〛� ������〚�〛� ������〚�〛� ������〚�〛� ������〚�〛}]}}]
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���������

��������� ������ = ������������[[���� �]][[���� �]]�

������ = ������������[[���� �]][[���� �]]�

������������[{-������� -������}]

���������

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

5

10

15
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